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3 — Céilculo dife

3.1 Introduccién

La derivada de una funciéon de una variable mide la tasa de

cambio de la variable dependiente respecto a la variable /
independiente. La derivada de la funcién y = f(x) en x f(z+h) N
es’ A flc+h) - f(x) J@)y 7 Az ’
£00 = lim ~2 = Jjm 2270710
Ax—0AX  h—0 h
siempre y cuando este limite exista. Geométricamente, la

derivada de f en x esla pendiente de la recta tangente a / v z+h \

f en x. /

Si f:R?> — R, laderivadade f en x = (xo, yo) € R?, enla direccién de un vector unitario v = (v1, v») € R?, mide la tasa
(instdntanea) de cambio de f através de larecta L(h) =x+ hv cuando h = 0. De nuevo, esta derivada en la direccién
de v se obtiene como un limite,

f(xo+ hvy, yo+ hva) = f(x0, yo)

lim
h—0 h
El cambio enlarectaes ||x —x— hv|| =||hv|| = h (v es unitario). Geométricamente, esta derivada es la pendiente de la

recta tangente a la curva C(h) = (xo+ hvy,yo+ hvs, f(x+ hv)) en h=0. Esta curva es la interseccion de la superficie
S de ecuaciéon z = f(x,y) con el plano generado por larecta L tal y como se muestra en la figura (3.1).
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 3.1: Derivada direccional en la direccién de v

0
De particular interés son la derivada en la direccién del eje X, denotada é, yla derivada en la direccion del eje Y,

0
denotada a—f; llamadas derivadas parciales respecto a x e y respectivamente.
y

Figura 3.2: Derivada parcial en la direccién de X Figura 3.3: Derivada parcial en la direccién de Y

3.2 Derivadas parciales.

Definicion 3.1 (Derivadas parciales).

0
Sea U <R” un conjunto abierto y sea f: U — R. Entonces la derivada parcial a—f de f respecto ala variable
Xi
x; en el punto x = (x1,..., X,), se define como

of

Of _im F X1, %2, 000 X+ Ry ooy X)) = f(X1, 0000 X)) lfm fx+he) - f(x)
0x; h=0 h  h—0 h

0
siempre y cuando este limite exista. Aqui e; = (0, ..., 1,...0) con un 1 en la i—ésima posicién. El dominio de a—f
Xi



http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ddireccional.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/dparcialX.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/dparcialY.html
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es el subconjunto de R” en el que este limite existe.

Caso de dos variables

0 z
Cuando z = f(x, y), es comun denotar las derivadas parciales con a—f, o & 0 f- Segun la definicion,
x O0x

Of iy fEHRY)I - fy) Of _ (i LY *+H - flry)

0x  h—0 h 8y  h-0 h

of
Es decir, para calcular —— derivamos de manera oridinaria f respecto a x pensando en y como una constante y
x

0 : e :
para calcular 9f derivamos de manera oridinaria f respectoa y pensando en x como una constante. Esto es valido

siempre y cuando apliquen los teoremas de derivadas en una variable.

Ejemplo 3.1 (Cdlculo directo y por definicion).
-«

Sea f(x,y) = v/x{/y, entonces aplicando la regla del producto,

of _ 0 (Vxyy) _ Iy

0x  0x 3x2/3

of _ 0 (Vxy7) _ V=

@ ay 3y2/3'

Esta es la manera de derivar f respecto a x y respecto a y usando teoremas de derivadas. Sin embargo esto no
decide si la funcién es derivable o no en (0,0). Para saber si estas derivadas parciales existen en (0,0), se debe

calcular usando la definicién,

0 — —
—f(o,0)=11mf(0+h’0) PO © 0o,
0x h—0 h h—0 h

9 (0,0) = 1im SO0 W =TOO _ g, 00,
oy h—0 h h—0

0 0
es decir, en este caso la derivada parcial 6_f existe en (0,0)y es cero y también a—f (0,0) =0.
X y
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Ejemplo 3.2 (Derivadas parciales de funciones de dos variables).
«
En este ejemplo se muestra como calcular derivadas parciales usando las reglas de derivacion ordinaria.

]l__k_fl(x)
f@] e

Recordemos que en una variable, [kf(x)]' = kf'(x) y

0z
0z=x2y’+y = —==2x)°+0
Z2=X"y y ax Xy

0
0z=x2)2+y = L =2xly+1
ay

© 1 0z 1 5
°Z:—5:—5')C :>—:—53
»oy ox 'y
3 a _ 3_5 4

i B S

5 = a_ 10

Recordemos que en una variable, [a¥]' = a¥In(a) u' y [x%]' = ax®" L.

. 0z il
@Si z=xY con x>0, entonces i yx
X

. 0z
@Si z=xY con x>0, entonces i x’ Inx
y

oC
"1 cos(nh) y i —nr"sen(nf)

oC
@Si C(r,0) =r"cos(n0) con n € N una contante. Entonces 6_ =nr
r

Recordemos que en una variable, si u = g(x) entonces [f(w)]' = f'(u) - u'.

@ Si tan(y/x) = -2 1 1
1 2 = arctan X —_= .
y ox 1+(/x? 22

0z —ysen(xy) +sen2 —-sen(m?/2
entonces — (,7/2) = J (xy) y = #
2 Ox 2 x=m,y=m/2 4

B cos(xy)+xsen2y

@Si z




3.3 Derivadas parciales de orden superior

109

0 0z
@Sea f de una variable y derivable, y z = f(u) con u = x° + y%, entonces i = f'(u)-5x*y = 5y

@ Sean [ y g funciones derivables de una variabley z = % con u=x°+ y>, entonces
0 0
S % a[f(u)] -g(u) - a[g(u)] - f(w _ [l0)-5x*glw) - g'w) -5 f(u)
0x g%(u) g%(w
0 0
N oz _ @[f(u)].g(u) - a[g(u)].f(u) _ Flw) 392 g — g -3y% f@w)
0y g*(w) g*(w)

Derivadas parciales de orden superior

= f'(w)-3y°

Si f esuna funcion de dos variables x e y, entonces sus derivadas parciales f; y f, también son funciones de dos
variables, de modo que podemos considerar sus derivadas parciales (fy)x, (fx)y, (fy)x ¥ (fy)y, las cuales cuales se
llaman segundas derivadas parciales de f. Si z = f(x, y), se utilizan diferentes notaciones para estas derivadas parciales,

2 2
o (fx)x:fxx fll (af 0 f_ 0z

ox ) ox2  0x?

of 0’f 0%z
0x Oyax ~ dyodx

@ (fy=/fay= flz—ay(

dy) 0xdy 0xdy

2 2
o (fy)x—fyx—fZI (af af 0z

3 (af\ O°f 0%z
o (fy)y=fyy=f22=a(a =6—y2=W

2

La notacion fyy o 3vox significa que primero derivamos con respecto a x y luego con respecto a y, mientras que
x

para calcular fy, el orden se invierte.

Ejemplo 3.3
N

Calcule las segundas derivadas parciales de f(x,y) = x> + x*y? + y°

Solucioén: Las primeras derivadas parciales son
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fe(x,7) = 3x% +2x > fy(x,y) =2x%y +3y?

De donde obtenemos que :

(x,y) = 6x+2)? 9
fxx y 4 fyx(x,y):a[2x2y+3y2] =4xy

Jy(x )=i[3x2+2x )] = 4x
Xy Y ay y y fyy(xyy):6y+2x2

Ejemplo 3.4
N

Sea f:R— R una funcién derivable y sea z = f(u) con u = x3y*. Entonces,

0 0
oézf’(u)ﬁxzy4 05:]“’(u)-x?’4y3
azz_” 2.4 0.2 4 4 o1 azz_u 3.3 4,33 3.2 ¢l
°ﬁ‘f (w)-3x°y*-3x°y* + 6xy" f (W) °ﬁ‘f (W) -4x°y’-4x°y> + 12x°y“ f (u)
X y
S = (W - 4%y 3x2 Yt + 12223 F(w) S = w32yt 438 + 122293 F(w)
0yox 0x0y
Ejemplo 3.5
D
Las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales se usan para expresar leyes fisicas. Por ejemplo, la ecuacién
’u 0°
diferencial parcial a—Z + a—bzt =0, se conoce como ecuacién de Laplace, en honor a Pierre Laplace (1749 - 1827).
55 5%

Las soluciones de esta ecuacion se llaman funciones arménicas y desempefian un papel fundamental en las
aplicaciones relacionadas con conduccién de calor, flujo de fluidos y potencial eléctrico.

Compruebe que la funcién u(x, y) = e¥ sen x satisface la ecuacioén de Laplace.

Solucion: Las primeras derivadas parciales estan dadas por

U, =e’cosx
u, =e¥senx

con lo cual

Uy = —eYsenx
= eV
Uy, =e’senx
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2 2u

dedonde — + — = —e’senx+e’senx =0
0x2  0x2

Ejemplo 3.6
D

. 0%u 0%u . o
La ecuacién de onda 3z a’ FPL donde a es una constante, describe el movimiento de una onda, que puede
55
ser una onda de sonido, una onda de luz o una onda que viaja a lo largo de una cuerda vibrante. Si f y g son
funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién u(x, t) = f(x+ at) + g(x — at)
satisface la ecuacién de onda.

Solucioén: Las derivadas de u(x, y) con respecto a x estan dadas por :

2

0 0
% = fl(x+at)+g'(x+at), G_xZ =f"(x+at)+g"(x+at)

Las derivadas de u(x, y) conrespecto a ¢ estdn dadas por :
ou 0’u

5= af (x+at)+ag' (x+at), P af"(x+at)+a*g" (x+ at)

Sustituyendo obtenemos

62_u =a’f"(x+at)+a’g" (x+at)=a®[f" (x+at)+ g (x+at)] = azaz—u
or? 0x?

Ejemplo 3.7
N

Consideremos f y g funciones de una sola variable dos veces derivables, compruebe que la funcién
u(x,y)=xf(x+y)+yg(x+y) satisface la ecuacion diferencial parcial 1, — 25y + 11y, = 0.

Solucioén: Las derivadas de u(x, y) con respecto a x estan dadas por

uy=fx+y+xfx+y)+yg(x+y)

Ui =X+ P+ fx++xf'x+y)+yg’x+py)=2f x++xflx+y)+yg (x+y)

uyy=f'x+ ) +xf"(x+y+g'x+y +yg'x+y)

uy=xf'x+y)+gx+y)+yg'x+y
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uyy=xf"x++gx+N+gx+y+yg’x+y=2f'x+y)+2g8'(x+y)+yg" x+y)

Sustituyendo,
Uy —2Ugy+uyy = 2fx++xf'x++yg"x+y)-2f'(x+y)-2xf"(x+y)-2g'(x+y)
=2y8"(x+ )+ xf'x+ ) +2¢8 x+y)+yg’(x+y) =0
Ejemplo 3.8
D

1

Compruebe que la funcién u(x, y) = (x* + y* + z2)_§ satisface la ecuacion diferencial de Laplace en derivadas
arciales at + Oat + Oat =0
: ox2  0y? 0z2

Solucion: Calculemos las derivadas parciales

a_u _ —2x a_u _ _ y a_u 3 _ z
x 2 /B+p+2BE 0y (E+y2+z¥2 oz 212120

ou 2x% - y? - 22 ou ~-x%2+2y% - 7% ou

5B y2 +27%
2 (2 +y2 + 22)5/2° 82 2 +y2+ 22)5/2’ 922

(x2 +y2 + Z2)5/2'

y al sumarlas obtenemos el resultado deseado.

Observacion: Note que las derivadas parciales mixtas fyy y fy» en el ejemplo anterior son iguales. El siguiente

teorema, da las condiciones bajo las cuales podemos afirmar que estas derivadas son iguales. El teorema es conocido
de Clairaut o también como Teorema de Schwarz.

Sea f: D <R — R una funcién escalar donde D es un disco abierto con centro en (a,b) y radio 9, si las
funciones fy, y fyx son continuas en D, entonces

fxy(a; b) = fyx(a; b)
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Ejemplo 3.9 (Hipétesis en el Teorema de Clairaut).
D

iosE

jercic

E

22

Sea f(x,y) = xysz;//Z y f(0,0) = 0. Se tiene fy(0,0) = f,(0,0) =0, pero fx,(0,0) # f;x(0,0). En efecto,
aunque fyy y fyx estan definidas en (0,0), no son continuas en este punto. Para ver esto, podemos calcular estas
derivadas de dos maneras distintas y observar que el valor difiere. Primero derivamos sobre la recta x = 0 y luego

sobre larecta y =0.

[y -fOy _ . hyl®—y") _
Ch—0 h(h2+y?)

0,y) =1
2x(0,y) hli%

. f,h)—f(x,00 .  hx(h*-y%
=] l —_— = —_— =
z2x(x,0) hl_I% hl_I% AT X

Ahora

HO)-£0,0  h-0 o ROR-£0,0 . —k=0
- B ALE S

zxy(0,0) = },ii% =-1

Esto muestra que fy,(0,0) # f}x(0,0). El grafico de f(x, y) muestra un salto en (0,0)

Xy of of
3.1 Sea f(x,y) = o Calcule @, 3 Y fH2,1).
of of

32S ,¥) =In®(x? + x> +2Y) Calcule ==, ——.

ea f(x,y) =In(xY + x ) acueay 3x
3.3 Sea z(x, y) = 2(ax+ by)? — (x2 + ¥?) con a? + b? = 1. Verifique que &+&—0
: yY) = 4 y = do queq 0x? ayz_'

2 0 d

3.4 Sea z=f(x7) con f derivable. Verifique que xé +2y£ =0.
3.5 Seaz=4/x +arctan(z) Demuestre que zxa—z+z %—x
’ VY x/) 1 0x yay_ y

2
_ —x“/kt
3.6 SeaC(x,n)=t"%e o . Verifique que esta funcién satisface la ecuacion (de difusién)

k 9°C _oC
4 90x2 ot
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of 0
3.7 Sea z= f(x*y+y)-\/x+ y2. Calcule —f, —f
0y O0x
. . .. u  0%u
3.8 Verifique que u(x, y) = e¥ sen x satisface la ecuacién de Laplace Fr) + 0_y2 =0
3.9 Sea a € R una constante. Verifique que u(x, t) = sen(x — at) +In(x + at) es solucién de la ecuacion de onda

=
Urr = A" Uyxx.

3.10 Sea a € R unaconstantey f y g funciones dos veces derivables. Verifique que u(x, t) = f(x—at)+g(x+at)
es solucién de la ecuacion de onda u;; = a®tyy.

0z 0
3.11 Verifique que z = In(e* + e) es solucién de las ecuacién diferencial é + 5 =1 y de la ecuacién
. .. 0%z 0%z 0%z \*
diferencial el G_yZ - (m) =

3.12 Sea f una funcién derivable en todo R ysea w(x,y) = f(ysenx). Verifique que

cos(x)a—w + sen(x)a—w =yf (ysenx)

3.13 Sea g(x,y) = x%sen(3x—2 ¥). Verifique la identidad

02g og
: =2-°4+6x-8(x, ).
X 3yox 0y+ x-g(x,y)

3.14 Laresistencia total R producida por tres conductores con resistencias R;, Ry y Rs conectadas en paralelo

e L. , , 1 1 1 1 R ) .
en un circuito eléctrico estd dado por la férmula — = — + — + —. Calcule —. Sugerencia: derive a ambos
R R R, R; OR,

lados respecto a R; .

3.15 Laley de gases para un gas ideal de masa fija m, temperatura absoluta 7T, presién P y volumen V es
0P 0V oT

PV =mRT donde R esla constante universal de los gases ideales. Verifique que — — — =-1.
oV oT oP
0K 0°K

1
3.16 Laenergia cinética de un cuerpo de masa m y velocidad v es K = Emvz. Verifique que 3 902 -
m 0v

ow 0w 0°
3.17 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea u = x?+y? y w(x, y) = f(u)-g(y). Calcule G—L;, a_;;’ ay—au;

ow
y 6y‘

3.18 Sea f y g funciones dos veces derivables. Sea w(x,y) = f(u) + g(v) donde u=—y v = % Calcule

jad
y
d G
ox’ dyox’
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2

3.19 Sea w = &3*. f (x2 —4y2), donde f esuna funcién derivable. Calcule EPETe
Xoy

3.20 Sea u(r,0)=r"cos(nf) con n € N una contante. Verfique que u satisface la ecuacon

1 1
urr+_ur+_2u90
r r

Funcion diferenciable. Diferencial total.

Definicién 3.2 Funcién diferenciable
Sea f:U c R? — R. Si las derivadas parciales de f existen y son continuas en un entorno de (xo, yo) € U,

entonces f es diferenciable en (xy, yo).-

En una variable, Ay = f(xo+ Ax) — f(xo) se puede aproximar con el diferencial dy = f'(xy) dx. De manera similar, el

cambio en f en dos variables es
Af = f(xo+Ax, yo+Ay) = f(x0, yo)

y se puede aproximar con el diferencial total,
df = fx(xo,y0) dx + fy(xo,y0) dy

Es decir, si f es diferenciable en (xg, yo) ysi Ax=x—xp y Ay =y — yo son pequenos, entonces f se puede aproximar

usando el plano tangente:
fx, )= f(x0,y0) + fx(x0, Yo) Ax + fy (X0, yo) Ay.

22 (x0,30) + fl10.30) (= x0) & (x0,30) (—yo)  (¥0 4% Yok Ay, flxo+Ax, o+ Ay))
z=f(xy) |
A |Af
df
(x0,¥0, f(x0,¥0)) f f(x0,¥0) + fx(x0,Y0)Ax + fy(x0,y0) Ay
(x0,0,0) | fxo.0)

Ax

Ay (x0+Ax,y0+Ay,0)

Si z= f(x,y) es diferenciable, el diferencial total d f representa el incremento de f alo largo del plano tangente a f
en el punto (x, y). Seria como calcular con el plano tangente en vez de usar la superficie S (ver figura anterior).
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Regla de la cadena.
Recordemos que en una variable, si f(u) y u(x) son derivables, entonces la regla de la cadena establece

df _df du
dx  dudx

La regla de la cadena nos indica como varia f conforme recorremos la trayectoria u(x). Formalmente es la derivada de
f enpresencia de un cambio de variable u. En funciones de varias variables la relacién persiste en un siguiente sentido.

Sean x = x(t) y y = y(¢) derivablesy z = f(x, y) diferenciable en (x, y) = (x(¢), y(#)), entonces z = f(x(t), y(t))
es derivabley
dz _of ,

— —x(t)+g (1)
dr ~ ox oy’

Sean x = x(u,v) y y = y(u,v) con derivadas parciales en (u,v). Si z = f(x,y) es diferenciable en
(x,y) = (x(u,v),y(u,v)) entonces z = f((x(u,v),y(u,v)) tiene derivadas parciales de primer orden en
(w,v) y

0z _ ofou  of ov
0x ou 0x Ov 0x

0: _ ofou  of v
oy 0u 0y Ovdy

Ejemplo 3.10
D

Sea z(x,y) = \/ arctan(y/x) +tan(xy). Podemos hacer un cambio de variable y calcular 6—Z usando la regla de la
X

cadena. Sea u(x, y) =arctan(y/x) y v(x,y) =tan(xy), entonces z(x,y) = Vu+v.

0z B 0z 0u N 0z ov
dx  Qdudx Ovdx
1 1 —y-1

1 2
= + ysec”(xy)
v

2Vu+v 1+(y/x)2' x? 2vVu+

Al sustituir u y v obtenemos el resultado completo, si fuera necesario.
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Sea z(x,y) = x> +3y?, donde x = e’ y y = cos(f) entonces

dz _ ozdx 0zdy
dt Ox dt 0y dt

= 2xe'-6ysen(t) = 2e*' —6cos(t)sen(r)

Sea z(u, v) = x%¢¥’, donde x= uv y y = u?

— 13 entonces

o _ 0z0x 02y
ou 0x0u 0yodu

0z azax+6z6y
ov 0x0v Odyov

0x 0
= 2xey36— +3x2y2ey3—y
v

0z _ 3f du of av
0x ou 0x Ov Ox

of of
= L.ox+ L.
ou x+6v y

0z of ou of ov Of of
It Wt I W BN () B Rt B,
o0y ou 6y+6v 0y Ou +6v “

0x 0
= 2xey36— +3x2yzey36—y = 2xey3v+3x2yzey32u
u u

3 3
= 2xe¥ u+3x*y*e’ - —3v

Sea f una funcién diferenciable y z(x,y) = f(x? xy®). Para derivar usando la regla de la cadena usamos el
cambio de variable u = x? y v = x)?, entonces z(x,y) = f(u,v) y
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Sea f una funci6n derivabley z = f(x,y) con x =rcosf, y =rsenf, entonces

0z ofox o0foy Of of
— = ——+—-—— = —cosf+——senf
or 0x or " 0y or Ox cosuT o0y sen

9z dfdx ofdy of of
Orox 1oy _ 9 _rseng+ 2L reoso
a0 9x00 " 0yo0  ox @ ConU TG, e

Sean fy g funciones diferenciables. Si z(x, y) = g(y)- f(x -2y, y°). Calcule z, y Zxy-
Solucién: Sea 1= x—2y, v=y>. Entonces z(x,y) = g() f(u, v).
2 =8 [fu-1+ fu-0] =8 fulw,v)

2oy = &' )1+ fulw,v) + 80 [~2 fuu + 392 fun]

ov
Sea V=V(RT).Si P(V-b)elV =RT, con b,R constantes, calcule 3T

Solucién: V es funcion de P y T. Derivamos a ambos lados respecto a T,

= [P(V-D)e""] 57 [RT]

P[Vre®V +(V-b)eVRV]

Il
=y}

R
PeRV(1+(V-Db)R).
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Sea F(u,v)=—u—-vcon u?=x—yyv’=x+y.Si u#0y v#0, verifique
a) F.o UtV
TN 2uw”
b) Fy=-—0.
2uv

1 1 u+v
a) Fr=F,u,+F,vy=-1-——-1-—=—
2u 2v

2uv
v—u

1 1
b.) Fy,=F,uy+F,v,=-1- = 11—

2v 2uv

7
Sea g:R? — R diferenciable. Sea z(x, y) = g(u, v) con u = x*y?* y v = xy. Calcule ayazx'
Solucioén:
0z 0godu 0gov o0g , 08
ok Bk < B ) =S,
0x 0u6x+6v6x ou 0 +0v *
0’z 0 [dg(u,v) , 0 , 0% 0 [dg(u,v)
_ .2 — 2 .2S —_
0y0x oy ou AN Oy[ *y] ou * oy ov
g g 2 og o’g o’g
W'uy'l‘m‘l/y 2xy +4xy-£+x- m'uy"rm'l}y
’g , 0 ) og g , 0°g
92 2yxc + “X|-2xy +4xy-£+x- auav-Zyx +W-x

Solucién: Primero veamos que 2uuy =1, 2vvy =1, 2u uy=-1y2vwv,=1. Porlo tanto
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jercicios E

E

d
3.21 Sea z=xy’>+x con x=sent y y = tan(t). Calcule d_i

d
3.22 Sea w=x?>+2xy+y? con x=tcosty y=tsent. Calcule d—L:

0 0
3.23 Sea z=uVvu+v? con u=xyy v=arctan(y/x). Calcule EZC y 5

3.24 Sea z=g(y)- f(x,y) con f y g funciones con derivadas de segundo orden.
0
a.) Calcule =
0x

0
b.) Calcule i
dy

0z 0z

) Six=rfyy=u*+13 calcule — y —

c) Six yy=u cacueatyau
o . . 0’z
3.25 Sea z= f(xy,x). Si f tiene derivadas parciales de segundo orden f;, fuv, fuu V fvv, calcular .

0yox
3.26 Sea z = % + %, donde f = f(x,y) es una funcién con derivadas de segundo orden. Si x = u?> + v y
2 z 0z
y=u+ v, calcule Em y 3"

3.27 Sea z= f(u,v),donde u=x?>+y?, v=xy.Si f tiene derivadas parciales de segundo orden fy, fuv, fuu V
fvv continuas (es decir, fy, = f,y,). Verifique que:
Pz of  ,0f Pf L0
— =2—+4x"— +4 +y =

02 “ou 0wz " Youow T 502
3.28 Sea z= f(x*>+cosy, x> —1) - g(3xy?) con g derivabley f con derivadas parciales continuas y de segundo
orden. Calcule zyy,

3.29 Sea z=x*f*(xy,y*) con f con derivadas parciales continuas. Calcule z, y zy

0 0
3.30 Sea z= f(x*>-y, xy) donde s=x*-yy t = xy. Calcule 6_]; y a—f (Sugerencia: Calcule z, y z, y despeje
S i
lo que se pide).

Derivadas de una funcién definida de manera implicita.

Supongamos que se conoce que z es una funcién de x e y, es decir, z = f(x, y), pero que z estd definida de manera

implicita por una ecuacioén del tipo

F(x,y,2)=0

Estas situaciones ya las hemos encontrado antes, por ejemplo en la ecuacién de una esfera: x> + y? + z> = a®. Esta
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ecuacion define a z como una funcién de x y y y en este caso, z se puede despejar:

7= /az_xz_yz y z=—\/a2—x2 -2

Cuando una funcién estd definida de manera implicita, no siempre es posible despejarla. Por ejemplo considere
y? + xz+z? — @ —1=0. Pero si podemos calcular las derivadas parciales.

Podemos deducir, de manera informal, las férmulas para z, y z,. Supongamos que z = z(x,y) es una funciéon
diferenciable que satisface la ecuacion F(x, y, z(x,y)) = 0 en algtin conjunto abierto D.

Sea g(x,y) = F(x,y,2) = 0, aplicando la regla de la cadena a g(x,y) = F(u,v,w), con u(x,y) = x, v(x,y) =y y

w(x,y) = z(x,y), obtenemos

6g_6F6u+6F6v+6F ow
ox Ou 0x ov 0x Ow O0x

y
0g OF du N OF 6v+6F ow
dy Ou dy 0v dy Ow dy
0 0
Ahora, como £ =0y El; =0, entonces
Og_l 6F+6F 0z
dx  du Ow O0x
Despejando,
OF
0 ox OF
gz _ _ox en todos los puntos de D donde — £0
0x oF Z 1oxy,z6y)
0z
OF
b imilar. 02 _ 9V
e manera similar, 3y~ aF
0z

Si F es diferenciable en un conjunto abierto D de R” y sila ecuacién F(x1, x2,...,X;) = 0 define a x; como una
funcién diferenciable x, = f(x1, X2, ..., X;,—1) en alglin conjunto abierto de R™1 entonces
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oF
of  ox;
G G
ox,

#0.

OF
en aquellos puntos en los que
0xy,

z definida de manera implicita por F(x, y,z) = 0.

Si z = z(x,y) estd definida de manera implicita por F(x,y,z) = 0 de acuerdo a las hipétesis del teorema 3.6,
entonces
F Fy

Zx=——= Y Zy=——.
z FZ

En el teorema de la funcién implicita podemos intercambiar variables. Por ejemplo, si x y z son las variables indepen-
dientes y si se cumplen las hip6tesis del teorema,

Este teorema se puede generalizar para ecuaciones F(x, y,z,u) = 0.

Ejemplo 3.19
D |
Sea z definida de manera implicita por F(x,y,z) = xyz+ x+ y—z=0. Como se cumplen las condiciones del

teorema 3.6 entonces

F, zx+1
TR Ty Y OTTR T oo

Ejemplo 3.20
D

Calcule zy y zy si F(x,y,2) = x2—2y2+3z2 —yz+y =0 definea z como z = z(x, ).

Solucién: Dado que F, =2x, F,=-4x-z+1, F, =6z~ Y, entonces si F, #0, por el teorema 3.6,
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2Xx
Zy=—
* 6z—y
1-4y—-2z
Zy:_—y
6z—y

en R — {(x,y) € R? : 6z(x,y)—y=0.

Ejemplo 3.21
¥

Considere la funcién z definida de manera implicita por x? + y? + z2 — 1 = 0. Calcular zy, z,, Zxx, 2 G
p |y y y vy Y 2y

Solucion:

z esté definida de manera implicita por F(x, y,z) = x> + y* + z — 1 = 0. Entonces,

Para calcular zyy, zxx y 2y, debemos notar que z, y z;, no son funciones definidas de implicita, como tal
derivamos de manera ordinaria.

. _5(Zx)_6(_g)__1~z—xzx__z_x(_§)
T oox T ox z2 B Z2 ’
_a(zy)_a(_%)_ l-z—yzy  Z%+)>
Zyy = 3y oy B = 2 =Tz

- 0(zy) _ 6(—%) _Yrax y(_g)
T oex - oax 22z

Ejemplo 3.22
¥

Si F(xz,yz) =0 define a z como funcién implicita de x e y y ademds cumple con las condiciones del teorema
3.6 en cada punto de una regién D, entonces verifique que, en D, se satisface la ecuacion

6Z+x 0z
Yoy T ex T

Solucién: Sea u=xz y v=yz, entonces F(xz,yz) = F(u,v) =0.
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0z F,  F,+-0+F,z
oy Bl F, F,-x+F,-y
0z B F. Fy,-z+F,-0
ox F, F,-x+F,-y
Luego
6z+x 0z F, -z N F,-z
Y dy ox Y Fy-x+Fy-y F, - x+F,-y

z(Fy-x+Fy-y)
F,-x+F,-y

(*) Derivacion implicita: Caso de dos ecuaciones.

Supongamos que u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones

Flx,y,u,v)=0 y G yu,v)=0

Para deducir las expresiones para uy, uy, Uy, vy se resuelve el sistema

dF = Fydx+Fydy+F,du+F,dv=0
dG = Gydx+Gydy+Gydu+G,dv=0
F, F
paraduydv.Sij=| * ' |, obtenemos
Gy, G,
1| F, F, 1| F, F,
du=-- dx - =| 7 d
7| G G, 7l G, G, |

como du = uydx+ uydy entonces se obtienen las férmulas (siempre y cuando J #0.)
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y
F, F, F, Fx
vy = -— , vy = —
Y J * J
Ejemplo 3.23
D
Si u=u(x,y) y v=uv(x,y) son funciones definidas de manera implicita por las ecuaciones
F:u2+v2—x2—y=0,
G=u+ v—x2+y:0,
calcular uy y u,.
P F, F, 2u 2v
Solucién: Como J = = =2(u—-v),
J Gy Gy 1 1 { )
entonces,
Lo_X1-2w) o 1420
TTusy YT -y
Ejemplo 3.24
D

Sea z = f(x,y) definida por z = u+ v donde u = u(x,y) y v = v(x,y) son funciones definidas de manera
implicita por las ecuaciones

F = u+e"—-x=0
G = v+eV—-y=0
Si u=v =0 entonces x =y =1. Calcular z,(1,1).
Solucion: z, = u, + vy. Podemos calcular uy y v, usando las férmulas respectivas, sin embargo, para calculos

numéricos es mds practico derivar respecto a x las expresiones F =0y G =0. En efecto, derivando respecto a x
obtenemos

Up+ e U (Ux+v)—1=0y vx+e“ V(uy—vy) =0
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de modo que cuando x =1,y =1,v = u =0 se obtiene

2uy+vx—1=0y uy,=0

conloque uy=0 vy=1six=1,y=1,v=u=0. Asique z,(1,1)=0+1=1.

¢)  3.31 Six*y?+sen(xyz) + 2% = 4 define a z como funcién implicita de x e y, verifique que

7N 0z 0z
——-y—=0.
.8 * 0x J o0y
— XY 2. 2 - - . .
()] 3.32 Sea g (7, x“+y ) =0 una ecuacion que define a z como una funcién de x e y. Verifique que si gy, gy y
o —

LL] & existenyson continuas en toda la region en la que g # 0, entonces

0z 0z z(x* - y?)
Yoo X =
0x oy Xy

0z 0
3.33 Sea z= f(z/xy) con f dos veces derivable. Calcule a—z, a—z y verifique que
x oy
x@z 0z _
0x yay a

0z 0z 0°z 0%z 0°z
3.34 Sea z=xln(yz). Calcule a, a, ﬁ’ a—yz y m

0.

3.35 Si f(zx,y?) = xy define a z como funcién implicita de x y y, calcule Zxy-

3.36 Si f(zx,y%) +g(z%) =5defineazcomofunciénimplicitadexyy, calcule zy y zy

Gradiente.

Definicion 3.3 (Campo Gradiente).

Sea f: D < R" — R una funcién (o campo) escalar diferenciable en una regién R, entonces la funcién (o
campo) gradiente de f es la funcidn vectorial Vf: R<R"” — R definida por

Vf(x1,JC2,..., xn) = (fxlr fxzy---,fx,,)

Enelcaso f:DcR? — R
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Enelcaso f:DCR3 — R

vf(xry’z) = (fx’ f}’fz) = P

f

of . of .
VI, = (fo fy) = 5 tayd

of

X

i+

Interpretacién geométrica del campo gradiente. El gradiente Vz : R> — R?> es un campo vectorial (campo
gradiente). Por ejemplo, consideremos el paraboloide z—1 = x%+ yz, el campo gradiente de z es Vz = (2x,2y). Una
representacion gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.4. Los vectores apuntan
en la direccién de maximo crecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la

‘intensidad’ de esta razén de cambio.

Ahora consideremos el paraboloide z—3 = —x? — y?, el campo gradiente de z es Vz = (-2x,-2y). Una representacion
gréfica de esta superficie y de algunos vectores (trasladados) se ve en la figura 3.5. Los vectores apuntan en la direccién
de méximo decrecimiento del paraboloide y la magnitud de estos vectores nos dan una medida de la ‘intensidad’ de

esta razén de cambio

Figura 3.4: Vz(P) apunta en la direccién de maximo
crecimiento respecto a P

Ejemplo 3.25
D

@ Si f(x,y) :senxy+x2y2, calculeVf(m,1).

Solucioén: El gradiente esta dado por :

Figura 3.5: Vz(P) apunta en la direccién de maximo
decrecimiento respecto a P
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Vf(x,y) = (ycosxy+2xy?) i+ (xcosxy+2x*y) j

y evaluando

Vi) =@2r-1)i+(2n°-7)j

@ Si x? +y2 +2z2=1, calculeVz(x, y).

Solucién: Excepto en la circunferencia x2 + y? = 1 (curva de nivel z = 0), se puede calcular

F, Fy

Vflx,y = (——, =

==z
— =—— 1+ —
F, F, %

SRS

J
@ Si G(x,y,2) = x2z+ z3y+ xyz, calculeVG(x, y, z).

Solucién:

VG(x,y,2) = (Gx, Gy, G;) = 2xz+yz) T + (Z% + x2) j+ (x? +3z2y+ Xz) i

Ejemplo 3.26
¥

Consideremos la superficie S de ecuacién x> + y? + z2 = 1. Sea

P=(1/V3,1/V3,1/V3)€ S. z
El gradiente de z es Vz(x,y) = (—g, —g)
Vz(P)=(-1,-1). Y

El gradiente no esta definido si z =0 porque las derivadas par-
ciales se indefinen (las tangentes a la superficies sobre la circun-
fencia x? + y? = 1 son rectas verticales)

Gradiente, curvas y superficies de nivel.

Recordemos que si z = f(x, y) entonces la curva z = ¢ (es decir, ¢ = f(x,y)) lallamamos “curva de nivel”. Si tenemos
w = g(x,y,2), lasuperficie w =0 (es decir 0 = g(x, y,2)), se denomina superficie de nivel w = 0.



3.9 Gradiente, curvas y superficies de nivel. 129

Si S es una superficie de ecuacién G(x, y,z) =0, con G derivable con continuidad en el plano, y si P = (xg, ¥0,20) € S,
entonces,

1. Sise cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita, en P se tiene, Vz(x,y) = (——, ——)

El vector Vz(xp, yo) es perpendicular a la curva de nivel z = zy, es decir Vz(xy, yo) es perpendicular al vector
tangente en (xp, Jo). Si necesitamos un vector perpendicular, podriamos usar solamente (—Gy, —Gy).

Por supuesto, si la ecuacion de la superficie es z = f(x, y), podemos calcular el gradiente de la manera usual
tomando G =z— f(x,y) =0 yentonces G, = 1.

A S: Glz,y,2) =0

Figura 3.6: Vz(xo, yo, 20) es perpendicular a la curva de nivel z = z; .

2. Elvector VG(xp, yo, 29) es perpendicular a la superficie de nivel w =0, es decir VG(xy, yo, z0) es perpendicular a

cada curva de la superficie S, que pasa por P = (xo, yo, 20).
@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Infernet)

VG(x0,y0,20) : G(r,y,2) =0

Figura 3.7: VG(P) es perpendicular (al plano tangente) a S en P.


http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ptangente.html
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Ejemplo 3.27
D

Considere la curva C de ecuacién y2 —x?(1+x)=0.Sea P = (1/ 6, V7/ \/216) . Observe que P € C. Calcule un
vector perpendicularala curva en P,

Solucién: Podemos ver C como una curva de nivel de
7= y2 — x%2(1 + x), concretamente la curva de nivel z = 0.

De acuerdo a la teoria, el vector Vz(P) es perpendicular a
la curva de nivel C en P. Veamos

Vz(x,y) = (—x% —2x(x+1), 2y)

Vz(P) = (-5/12, V71V 54) Figura 3.8: Vz(P) es un vector perpendicular a la
curvaen P

En la figura 3.8 se muestra graficamente la situacién.

Ejemplo 3.28
D

Considere la superficie S de ecuacién
1 2 2 2
§(Z— D+ (x-2)"+(y—2)"—-4=0.

Sea P = (3,2,1+3v/3). Observe que P € S. Calcule un
vector perpendicular a la superficie S en P,

Solucién: De acuerdo a la teoria, el vector VG(P) es per-
pendicular a la curva de nivel S en P donde G(x,y,z) =

%(z—l)z+(x—2)2+(y—2)2—4.

VG(X»J/;Z) = (GX) Gy, GZ) = (z(x_z)) 2()’_2); g(z_ ]-)

2
VG(P) = (2,0, —)
\/§ Figura 3.9: VG(P) (traslacién) es un vector perpendicular a la

superficie S en P
En la figura 3.9 se muestra graficamente la situacion.
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Derivada direccional

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

Suponga que deseamos calcular la tasa de cambio de
z= f(x,y) enel punto (xo, yp) en la direccién de un vec-
tor unitario arbitrario @ = (a,b), para esto consideremos
la superficie S con ecuacién z = f(x,y) (la grafica de
f)ysea zy = f(xo0, o). Entonces el punto P = (xy, yo, Z0)
pertenece a S. El plano vertical generado por larecta L
que pasa por el punto (xp, yo,0) en la direccién del vector
i, interseca a la superficie S enla curva C.La pendiente
de la recta tangente T ala curva C en el puntoP esla
tasa de cambio de z en la direccién del vector .

Figura 3.10: Derivada direccional

Sea Q = (x, ,z) otro punto sobre la curva C, ysean P’ = (xg, o) Y Q' = P' + hl las proyecciones ortogonales sobre el
plano XY delos puntos P y Q, entonces

P/Ql :Q/_P/ — hﬂ

@ Hacer clic enla figura para ver en 3D (en Internet)

para algin escalar /. Asi pues,

X—X9=ha=x=x9+ha

Yy=Yo=hb=y=yo+hb

Figura 3.11: ||P'Q'|| = hl|Z||

—_—
El cambio sobre recta L es ||P'Q’|| = h||i|| = h (U es unitario), por tanto la razén de cambio estd dada por

M@l ko h h

Az Az z-zy  f(xo+ha, yo+hb) — f(xo, o)

y al tomar el limite cuando h — 0 (siempre y cuando este limite exista) obtenemos la tasa de cambio instantdnea de
z (con respecto a la distancia) en la direccién de 7, la cual se llama derivada direccional de f enla direccién de .


http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ddireccional.html
http://www.tec-digital.itcr.ac.cr/revistamatematica/cursos-linea/3D-Web/ddireccional.html



