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5 — Integral doble e integral friple.

Integral doble.

Sea R es una region acotada y cerrada del plano,
de drea A(R) y sea f : R> — R una funcién
definida y acotada sobre R. Supongamos que Z
Mpr = {R1,Ry,...R;} es un conjunto de n celdas 2=f(x,y)
que conforman una malla que cubre R (ver figu-
ra). El area de cada celda R; la denotamos con AA;.

Una suma de Riemann de f sobre R es una expre-
si6n de la forma

f(x,‘r Y,)

Y flxi y)AA; «, ) Mmalla My
i=1

donde (x;, ¥;) € R;.

Si f es continua y positiva sobre R, entonces f(x;, y;)AA; aproxima el volumen de cada prisma P; de base R; y altura
f(xi,yi); en este caso la suma de Riemann aproxima el volumen del s6lido entre la regién R y el gréfico de f.
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Figura 5.2: Si f es continua y positiva sobre R, la suma de Riemann aproxima el volumen del sélido.

Diametro de la malla. El didmetro de cada celda R; esla méxima distancia entre todas las distancias entre cualesquiera
dos puntos en R; y se denota ||R;||. El didmetro de la malla Mg es ||[Mg|| = Sup,{||R;|l}y n:= C(M).

Definicion 5.1 (Funcién integrable).
Si las sumas de Riemann de f sobre Mg tienen un limite, independiente de la escogencia de los (x;,y;),

conforme ||Mg|| — 0, entonces decimos que [ es integrable sobre R y que la integral es este limite. En este caso
escribimos,

C(M)
ff Faoy)dA= 1im Y fle y)AA;
R

IMi~0 o

En el caso de que R sea una regiéon rectangular,
la malla Mg se puede tomar como un conjunto
de rectdangulos R;; = [x;, X;+1] x [y}, ¥j+1] de drea
AAjj = Ax;Ay;. En este caso es natural reempla-
zar el elemento de drea d A por dxdy y escribir el
limite como,

X

n

f[Rf(x,y)dxdy:Hnlrinnl Y2 fxi, y)AxiAy;

®j=1j=1

Malla MK

Figura 5.3

Las propiedades de las funciones integrables en dos variables son similares a las propiedades de las funiones
integrables en una variable.

a.) Si f escontinua sobre R, entonces f es integrable sobre R.

b.) Sea ke R. Si f y g son integrables sobre R, entonces kf y f + g son integrables sobre R y
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fkaf(x,y)dA:k/[Rf(x,y)dA y ffRf(x,y)ig(x,y)dA:/fRf(x,y)dAi[ng(x,y)dA

c.) Si fy g sonintegrables sobre regiones Ry S que no se traslapan, entonces f es integrables sobre RU S 'y

[ f(x,y)dA:ff f(x,y)dA+fff(x,y)dA
RUS R S

d.) Si fy g sonintegrables sobre Ry f(x,y) < g(x,y) paratodo (x,y) € R, entonces

ff f(x,y)dAsff glx,y)dA
R R

e.) Si f esintegrable sobre Ry M < f(x,y) < m paratodo (x, y) € R, entonces

MA(R)sff fx,y)dA<mAR)
R

Otros tipos de integracion. El concepto de integral que hemos visto es el concepto de integral en el sentido de
Riemann y es suficiente para los cdlculos y las aplicaciones en este libro. Para otros propésitos esta integral no es
adecuada y se requiere definir un tipo més general de integracion, por ejemplo la integral en el sentido Lebesgue.
Una diferencia esencial entre una integral y otra es la manera en que se midelos conjuntos de puntos. La integral de
Riemann usa medida de Jordan y la de Lebesgue, medida de Lebesgue.

Cdlculo de integrales dobles. Integral iterada.

Integrales iteradas. El teorema de Fubini establece que si f es continua sobre R, la integral doble se puede evaluar
por “integracién parcial” respecto a cada variable, una a la vez. Este es el método de “integrales iteradas”. Primero
debemos especificar dos maneras de describir una misma region.

@ Region entre las curvas y = g1(x) y y = g2(x).

R={(x,y) e R’ talque a<x<b y g(x)<y<g )
con g1 y g funciones continuas en [a, b] .
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Y X = hz(ﬁ‘/)

q
@ Region entre las curvas x = h1(y) y x = ha(y).
R={(x,y)eR? talque p<y<q y hy(y) <x<hi ()}
con h; y hy funciones continuas en [p, q]. p

x=hi(y)
X
Y

Sea R={(x,y) € R? tal que asx=<b y gx)sy=gi(x)lcon g1y g
funciones continuas en [a, b]. Si f es continua en R, entonces

b rgo(x) b
[ resmaa= [ [*" renayax=
R a Jgi(x) a

dx

g2(x)
[ renay
8

1(x)

Sea R=1{(x,y) € R? talque p<y<q y hi(y) <x<hy(y)} con hy y hy
funciones continuas en [p, gq]. Si f es continua en R, entonces

q rh(y) q
ff f(X,y)dAzf f f(x,y)dxdy=f
R p Jh(y) p

dy

hy ()
f f,y)dx
hi(y)

Ejemplo 5.1

Sea R laregion de la figura. Vamos a calcular xydA usando el orden de

R
integraciéon “dydx” y el orden de integraciéon “dxdy.”

Observe que R se puede describir como

@ Integrando en le orden “dy dx”

Y x=hy(y)
q
p
x=h(y)
X

Figura 5.4: Regi6n R
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[ xvas

Il
S—
[\
‘R ]
[
=
<
Q
<

2 2 4
X X 2
= f X—-x—|dx=-
0 2 8 3 . « ”
Figura 5.5: Integrando en le orden “dy dx
@ Integrando en le orden “dxdy”
2[ pv/2y
ff xydA = f f xydx|dy
R 0 y
2 2 (VB
0 y
212y y? 2
L yldv==2
fo [ ) y > y ] y 3
Figura 5.6: Integrando en le orden “dxdy”
Ejemplo 5.2
~
En este ejemplo se muestra como el nimero de regiones YA
de integracién puede variar, de acuerdo a la eleccion del >
. ., = X )y — 33—
orden de integracion. | Y =3
Considere la integral I = f [ x*+y*dA, donde R esla R
R
region de la figura. Vamos a calcular esta integral doble, ; >
! 2 AN
usando el orden de integraciéon “dydx” y el orden de
integracién “dxdy.” Figura 5.7: Region R

@ Orden “dydx”: en este caso R = R; J Ry UR3. La manera de ver la regidon es como sigue,
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vA

=3—x

Ry Ry R;
i ) N x

Figura 5.8: Region R con x como variable independiente

2

1 5% 2 1 3 =53
ffx2+y2dA = f f x*+y*dy dx+f f X +ydy dx+f U X +ytdy|dx
R o [Jo 1 1Jo 2 [Jo
1 3% 2 31 3 33-%
= f x2y+y— dx+f x2y+y— dx+f x2y+y— dx
0 3o 1 3o 2 3o

1 6 2 3 3
X 1 4 x 1207
f x4+—dx+f —+x2dx+f 9-9x+6x°— —dx = —
0 3 1 3 2 3 210

@ Orden “dxdy”

1 3-y
I = f f 2 +y*dx|dy YA
0 Wy
1 313~y 1 = T
= f Ly+ = dy
0 31y R
1 % 4 3 T >
= f 9—9y—y—+6y2—yg—idy ' 2 INK
0 3 3
P Figura 5.9: Regi6n R con y como variable independiente
T 210

Ejemplo 5.3
¥

1 px 4 px
Considere la integral I = f f fx,ydydx+ f f f(x,y)dydx. Dibuje la regién de integracién y re-escriba
0 J-x3 1 Jx-2

laintegral en el orden “dxdy.”

Solucién: La regi6n de integracién en la primera integrales 0 < x< 1y x < y < —x°. La regién de integracién en
lasegunda integrales 1= x<4yx<sy<x-2.
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En la figura aparece la region de integracidn. Si y es la variable independiente, R = Ry U R2 U Rs.

Y x?4 X=y

xX=y42

xX=/—y

Figura 5.10: Regién R con y como variable independiente

@ Orden “dxdy”

fff(x,y)dA = f f(x,y)dA+f/ f(x,y)dA+ff fl,ydA
R R3 Rz Rl

4 p4 2 py+2 0 py+2
= f f f(x,y)dxdy+f f(x,y)dxdy+f f fx,y)dxdy
29y 0 Jy —1J-yy

-1 px+6 0 px+6
Sea sz f dydx+/ f dydx.
-2 Ja—4(x+2)2 ~1Jx+1

a.) Dibuje la region de integraci6n.

b.) Plantear la integral o las integrales que correspon-
den a I invirtiendo el orden de integracién.

y=4—4(x+2)?

Figura 5.11: Region de integracion.

Solucion: La region es
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4—4(x+2)25y5x+6 si -2=x=-1

x+l<sy=sx+6 si -1=x=<0

Para integrar en el orden “dx dy” hay que partir la
region en tres subregiones R, Ry, Rs.

4-y .
Ry: -2+ 2 =x<y-1 s 0=y=l
1 4-y
Ry: -2+ > =x=<0 si 1=sy=<4
R3: y—6=<x=<0 i 4=<y=<6
@0 I * 3t J Figura 5.12: Regi6n de integracion.
Luego,
1 py-1 4 r0 6 0
I:ff dxd +ff dxd +f dxd
0 Jordm TN v T

Area y Volumen

@ De acuerdo con nuestra definicién de integral doble, El d&rea Ar de una regién R se puede calcular con la integral

doble (“area de la base x altura”)
AR:ff 1dxdy=ff ldydx
R R

@ Sea f(x,y) =0 y continua en una region cerrada R. Sea Vg el volumen del sélido Q que tiene a R como base 'y
una altura de medida f(x, y) en cada (x, y) € R, entonces

VQ=ffRf(x,y)dA

@ Sielsoélido Q estd limitado, sobre la regiéon R, por dos superficies de ecuaciones z = f(x,y) y 2= g(x,y) con
f(x,y)—g(x,y) =0 sobre R, entonces

VQ=f/Rf(x,y)—g(x,y)dA
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Figura 5.13: Proyecci6n sobre el plano XY

@ Muchas veces es conveniente considerar como la regién R la proyeccién del sélido sobre los planos XZ o Y Z.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea Q el sdlido limitado por las superficies
z=1-x% y x+y=1 enel primer octante. Calcule V
usando como regién R cada una de las proyecciones del
sélido sobre los planos XY, Y Z, X Z.

Figura 5.14: S6lido Q

Solucioén:

@ Cdlculo de V;, proyectando sobre el plano Xz La proyeccion sobre el plano XZ

se muestra en la figurala region estd entre la curva C, : 2z = 1-x*> y el eje X.
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Desde el punto de vista del plano XZ, el sé6lido esta
limitado por las superficies x =0y y =1—x. Integrando
en el orden “dzdx” queda

1 pl-x?
Vo = ff 1-x-0dzdx
0 Jo
1

2
f z—le(l) Y dx
0

1 3 5
fo A-x)A1-x7)dx = I

Figura 5.15: Proyeccién sobre XZ

@ Cdiculo de Vo proyectando sobre el plano XxY. La
proyeccion sobre el plano xy se muestra en la figura

La ecuacion de la curva C3 corresponde a y = 1—x

con x € [0,1]. Desde el punto de vista del plano XY, el
sélido Q esta entre las superficies z=1-x? y z=0.

Integrando en el orden “dy dx” queda

1 pl-x
Vo = ff 1-x* - 0dydx
0 Jo
1

5
/ 1-x-x*(1-x)dx = T Figura 5.16: Proyeccion sobre XY
0

@ Cdlculo de Vv, proyectando sobre el plano Y Z. En este caso, el solido no estd entre dos superificies. Desde
el punto de vista del plano Y Z, tenemos un sélido Q; que estd entre x =0y z=1- x? enlaregién R; y un
sélido Q, que estd entre x =0 yel plano x+ y =1 en R,. Ademas, Q = Q; U Q», como se muestra en la figura, y
entonces

Vo=Vo, + Vo,
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La proyeccion sobre este plano se muestra en la figura. La
curva de proyeccion C; es la proyeccion sobre Y Z dela
curva de interseccién entre la superficie z=1-x? y el
plano x+ y=1. C; tiene ecuacién en términos de x e y.

z=1-x* ) x+y=1 = z=1-(1-y)? ye[0,1]

“ Proyeccién R, .

e !
La curva C; divide laregién de integracién en dos partes,
laregion R; ylaregion R».

@ x=+v1-zyx=0 sobre R;.
@ x=1-yyx=0 sobre R».
Integrando en el orden “dzdy” queda

1 pl 1 p2y-y?
Vo ff vl—z—Odzdy+ff 1-y—-0dzdy
0 J2y—y? 0 Jo

3/2 1 5
dy+f 2y-3y°+y*)dy = =
0 12

f12(1—2y+y2)
0 3

Nota: (1-2y+12)*"* = \/(y— D8 = [(y— 13| =—(y—1)® si y € [0,1].

Figura 5.17: Proyecci6n sobre Y Z

Desde el punto de vista del plano Y Z, el s6lido esta limitado por las superficies
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Ejemplo 5.6
¥

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Sea Q el s6lido limitado por las superficies x? + z = 4,
x+y=5 z=2, y=z=0.

Plantear la o las integrales dobles necesarias para
calcular V usando como region R cada una de las
proyecciones del s6lido sobre los planos Y Z, XZ, XY

Figura 5.18: S6lido Q

Solucioén:
@ Cdlculo de Vo proyectando sobre el plano X 7.
La proyeccion R, sobre el plano xz se muestra en la figura. La ecuacion de la curva Cp corresponde a

x®>+z2=4con x€ [0,2].

Sobre laregion Ry, el sdlido Q esta entre las superficies y =0 (abajo) y y =5— x (arriba).

‘X/S /

x+y=>5

Figura 5.19: Proyeccién sobre XZ

Usando el orden de integracién “dx dz” tenemos
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2 15
Vo = ff 5—-x - 0dxdz
0 JV4-2z2

2 2
= ﬁ—z——5v4—zzdz

0o 2 2

83

2
29z z8 5zV4-272 z
et (—) = < ~57 ~ 119587

= —————— —10arcsin
2 6 2 2

0

z
Nota: Utilizando la sustitucién trigonométrica 5= senf, se obtiene (salvo constantes)

N
f\/4—zzdz: HTZ+2arcsin(§).

@ Cdlculo de Vo proyectando sobre el plano Y Z.

La proyeccion Ry, sobre el plano yz se muestra en la figura Para hallar la ecuacion de la curva C; observe que
esta curva esta arriba del eje y por lo que:

z=+y/4-5-y)?% si yel3,5]

Cl:x2+22:4mx+y=5:> o

y=5-Vv4-2z2 si z€[0,2]

x+y=>5 z=+/4—(y—5)?

Figura 5.20: Proyeccion sobre Y Z

Sobre la region Ry, elsélido Q estd entre las superficies x = V4 — z? (abajo) y x =5 -y (arriba).

Usando el orden de integraciéon “dy dz” tenemos
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2 p5—-V4-2z2 83
Vo = ff 5_y_\/4_zzdydzz?—571:11.9587
0 Jo

@ Cdlculo de Vo proyectando sobre el plano Xv.
La proyecci6n sobre el plano se muestra en la figura. La ecuacién de la curva C3 correspondea y =5—x con
x € [0,5]. Esta curva divide la regién de integracion en dos regiones R; y R». El s6lido Q esta limitado por las

superficies

@ z=V4-x? (abajo) y z=2 (arriba) sobre R;

@ z=0 (abajo)y z=2 (arriba) sobre R,

Figura 5.21: Proyecci6én sobre XY

Usando el orden de integraciéon “dy dx” tenemos

2 pb—x 5 pb—x 83
Vo = ff 2—\/4—x2dydx+ff 2 - 0dydx = — -5 ~11.9587
0 Jo 2 JO
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El sélido Q esta limitado por las superficies
4z=x*+y% y=3,y=1,z=4, y x=0.

a.) Dibuje laregién de integracién en el plano yz.

b.) Plantee la o las integrales correspondientes al
volumen del sélido utilizando la proyecciéon del
item anterior.

Solucién: La region de integracion aparece en la figura.

i
‘“u‘ i “ [

I ’ H il
v :/lsfyj/4m—0dzdy - ‘“

Figura 5.23: Sélido Q.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

5.1 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen del
sélido Q si este solido estd limitado por x* + y?> =4; z+y=2; y=1;
@ *x=0y=0yz=0, en el I octante
—

»
0
-

O

2?2 +y?2 =4
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Z
y=1-2?
y=2— 22
5.2 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen T l —
del sélido Q si este sélido est4 limitado por las superficies y = 2 — 2x?; { "W
y=1-x?% y+2z=2; x=0y z=0; en el ] octante.

%, 20 —2y+z=2

3 T*

5.3 Plantear la o las integrales necesarias para calcular el volumen sélido
Q si este sélido estd limitado por la superficie y?> + z2 = 4 y los planos
2x-2y+z=2; x=0y z=0.

1 py 2 2=y
5.4 El area de laregion Ry viene dada por [ f dxdy + f / dxdy. Dibuje laregion Ry, y calcule la
0 Jo 1 Jo

integral en el orden dy dx.

5.5 Considere la region R ala derecha. Esta region estd )
limitada por las curvas y = 0; y =2; y = 2— (x +2)? y y=(z—3)

NO

y = (x — 3)2. Plantear la integral [ f f(x,y)dAen el orden
R
“dxdy” yenelorden “dydx”
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5.6 Considere la regiéon R (figura a la derecha). Esta
region estd limitada por las curvas y = x+4; y = x - 2;
y=2-(x+2)?2y (x—2)%/4+ (y—4)?/16 = 1. Plantear la
integral f f f(x,y)dAen el orden “dxdy” y en el orden
“dydx” !

5.4 Cambio de variable en una integral doble.

En una variable, si f es continua en [a, b] y x = x(u) estd definida en [u;, uy] y tiene una derivada continua, con

a=x(u1) y b=x(up) ysi f(x(u)) es continua en [u;, U], entonces

b U dx
faf(x)dx—fu1 f(x(u))%du (%)

Lainversa u = u(x) existe solo si x(u) es strictamente creciente o decreciente, pero no es una condicién que se pida en

la formula (*).

Hay una férmula andloga a () para integrales dobles;

ox

~ a(x, y)‘ a(x,y) Ou
[foyf(x,y)dxdy—fwaf(x(u, V), y(u,v)) 3 0) dudv con w0 =Det o
ou

a_x
ov

oy
ov

Se asume que las funciones x = x(u, v), y = y(u, v) estdn definidas y tienen derivadas parciales continua en la regién
de integraciéon R, en el plano uv. En este caso si se asume que las funciones inversas u = u(x, y), v =v(x, y) estan
definidas y son continuas en Ry, y que hay un mapeo invertible entre el interior de Ry y el interiorde Ry,. La funcion
f(x,y) se asume continua en Ry, yasi f(x(u, v), y(u,v)) es continua en R,,. También se asume que el Jacobiano
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o(x,y)

es no nulo en el interiorde Ry,,,.
o(u,v)

J(u,v) =

La restriccion de que el cambio de variable sea invertible en el interior de Ry, (y por tanto que J(u, v) no se anule en el
interior de Ry, ) es necesaria para poder usar cambio de variable con coordenadas polares en regiones que contienen
el origen.

VA Y

y=yluv)
RU.’U
v(z,y)

<Y
<Y

Figura 5.24: Cambio de variable

Sea R,, unaregién compactay conexa en el plano contenida en un cojunto abierto A de R?. Sea r : A— R? con
r(u,v) = (x(u,v), y(u,v)), una funcioén continua con derivadas parciales continuas tal que r es invertible en el

0x Ox
ou Ov
interior de Ry, y J(u, v) = Det es no nulo en el interior de Ry,. Sea Ry, =r(Ry,) y f: Ryy — R una
dy 0dy
ou Ov

funcién continua. Entonces,

ffR f(x,y)dxdy=ffR fx(w,v), y(u,v))|J(u,v)|dudv
Xy uv

Notas. Observe que el Jacobiano J(u, v) va en valor absoluto dentro de la integral. Ademads solo se requiere que
r(u,v) seainvertible en el interior de R,, y por tanto |J(u, v)| no se anule en el interior de Ry,,,.

Para verificar que un cambio de variable es invertible en una regién uno podria, si se puede, calcular la
transformacién inversa r~!(x, y). En los ejemplos de este libro es sencillo calcular esta inversa. El 'Teorema
de la Funcién Inversa’ solo dice, con las hipotesis respectivas, que si J(ug, v9) no se anula, entonces r(u, v) es
invertible en un entorno de (u, vp), pero no nos da informacién de si hay una inversa ‘global’. Sin embargo en la
literatura se encuentran teoremas con condiciones especiales para ‘globalizar’ el resultado.

Idea geométrica. Consideremos el cambio de variable x = x(u, v), y = (u, v) que transforma R en S y que cumplen
las condicioes del teorema. Este cambio de variable define una funcién invertible r(u, v) = x(u, v) 1+ y(u,v) jen el
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interiorde Sy S =r(R).

(uiv vj)

VA

r(u,v) = z(u, )T+ y(u,v)7

>
U

.Y

Figura 5.25: Cambio de variable

Tomemos unrectdngulo R;; deunamalla M de R. r transforma ellado u = u; enlacurva C;: r(u;,v), ve [vj,vj+Av]
yellado v=v; enlacurva C;: r(u,vj), ve [u;,u; + Aul.
-1

Siademads r™" es continua, r es un homeomorfismo y la frontera del rectdngulo R;; es ‘'mapeada’ en la frontera de

S =r(R;;) y el interior en el interior.

VA

A — x = z(u,v)
y = y(u,v)
Av R;;
L ‘ o
A RIEETED
3 v=uv(z,y)
’L‘Li ul-‘i- Au u

Figura 5.26: Cambio de variable

or(u;i,v) .
T ! . Como este vector representa la velocidad
v v= l/j

Si r(u;, vj) = (x,-,yj), un vector tangente en (x,-,yj) en C; es
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ala que se desplaza el punto r(u;, v) cuando v vade v; a vj+ Av, entonces enla curva C;, (x;,y;) se desplaza, en
or(u;, v)

3 Av. Usando el teorema del valor medio para derivadas lo
V=0j

el tiempo Av, una distancia aproximada

diariamos asi,

r(u;,v+Av)—r(u;,v)=Aur,

or(u,v;)
Analogamente, un vector tangente en (x;, y;) en C; es 0—] . Como este vector representa la velocidad a la
v u=1u;
que se desplaza el punto r(u, v;) cuando u vade u; a u; + Au, entonces en la curva Cj, (x;,y;) se desplaza, en el
. . . . or(u,vj)
tiempo Av, una distancia aproximada “u Au.
u u=u;

Por tanto, el rectdngulo R;; en R, se transforma en una porcién del plano XY que es casi el paralelogramo de lados
or(ui, v or(u,vj)
(uj,v) Av y J

5 5 Au. El area de este paralelogramo es, en términos de producto vectorial,
Vo y=y, u

u=u;

or(u;,v)
ov

or(u, vj)
X — AulAv

u=1u;

U:Uj 6u

En la figura que sigue se ilustra esta situacién con un punto genérico (u, v).

VA
x = x(u,v)
U+A?}— .................. y:y(u,v)
r(u,v) = x(u,v)T+y(u,v) 7
Av _—>
QI
) :
Q; Au
| | ~
u u+ Au E

Figura 5.27: Cambio de variable

or or
El 4rea del paralelogramo “curvilineo” es aproximadamente el drea del paralelogramo de lados %A vy ﬁAu. El drea

de este ultimo paralelogramo es
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i ]k
0x Oy
ox oy | |du ou
g—ll;xa—;AuAv: Ou Ou =l ay oy =1J(w,v)l k
dy Oy 0 ou Ov
ou Ov

De esta manera, si J(u, v) = 1, el cambio de variable conserva las dreas. Sino, el drea de cada paralelogramo en XY es
aproximadamente el drea de cada rectdngulo en UV, multiplicada por |J(u, v)|. Por eso decimos que |J(u, v)| opera
como un factor de compensacién por la ‘deformacién’ sufrida por la regién ante un cambio de variable. Si la integral
existe, deberiamos tener

m n m n
Asszsldxdy =) Y As; = ) ) U, v)Iu:ui,U:UjAuAv:flej(u, v)ldudv

i=1li=1 i=li=1

Y en general,

m m m m
As=f[5f(x,y)dxdy = ) Y fiy)As,; = ) ) fru,v))lJ(u, v)Iu:u,-,vzvjAuAv=ffRf(u, VI, v)dudv

i=li=1 i=li=1

Ejemplo 5.8

D
y=x
Calcular f f e+ d A usando el cambio de variable u=y—xy v=y+ x. Laregion Ry, estd limitada por las
Ryy

rectas x+y=2,x=0y y=0.
Solucion: . Primero debemos dibujar las region de integracion Ry, para luego integrar.

Nueva regién de integracion. El cambio de variable es invertible y la inversa es continua, entonces aplicamos
el cambio de variable a la frontera de la regiéon Ry, para calcular las curvas frontera de la regién R,,. Como
v =y +x, el segmento de recta x+ y =2 corresponde a v =2. Si x =0 entonces u = v ysi y =0 entonces
Uu=-u.
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Y
1% A
A v =12
R uU=Yy—x /
= xr = 0
/ | “ v=y+z i T4y = 2
%
U i X
y=0
. . . . . u = y—x 1 1
El cambio de variable es invertible: Resolviendo obtenemos x=-(v—-uw)y y==-(w+u).
v = y+x 2 2
) -1/2 1/2
Calculamos el Jacobiano. J(u, v) = Det =-1/2.
1/2 1/2
= u 1 2 U u 1
Cdilculo d ela integral. ff ety dA = ff ev|J(u,v)|ldudv = —f f evdudyv = e——.
ny Ruv 2 0 -V e
Ejemplo 5.9
v
y 4?
y=4+z y=4—=z
Calcule [f (y2 -x% ety dA, donde Ry es laregién mostrada en
R
= Ve 1 R
la figura. Utilice el cambio de variable { ey
v=y+x
y=—a | y=z
’ X
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1
. fu=y—x x=5w—u
Solucion: Si { y Entonces ? VA v=4
v=y+x y=5u+v) 4
Como la inversa es continua, aplicando el cambio de variable
a la frontera de Ry, obtenemos la frontera de la regiéon Ry,. A
¥ = —x +4 le corresponde, sustituyendo x e y, v=4. A y=—-xle - <

corresponde v =0 yA y = x+4 le corresponde u =4. La nueva region [ Ryy I
es mds simple. s

4 pa
ff (yz_xz) Plael dA:f f uve” dvdu=4-e'%—a4.
Ryy o Jo pr 0

Y

Como se ve en los ejemplos anteriores, en la practica se usa el cambio de variable en la forma x = x(u, v), y = (u, v)
tanto como u = u(x, y), v = v(x,y). Siempre hay que estar al tanto de que se cumplan las hipéstesis, en particular la
invertibilidad.

Caso de Coordenadas Polares.

Este cambio de variable es muy 1til cuando la regién de integracion tiene fronteras a lo largo de las cuales r y 6 son
constantes (como en circulos centrados en el origen). Primero un pequefio repaso.

Unpunto P=(x,y) € R? se puede especificar en coordenadas
polares (r,0) donde r es la distancia del origena P y @ es el
angulo medido desde el eje X contrareloj. La conversién de
coordenadas polares a coordenadas cartesianas se hace con la L ! P
transformacion r :

X rcos(6)

*) 0

rsen(6) x X

y

Para efectos de cambio de variable, esta transformacion es invertible si r >0 y si 0 € [0y, 8y + 27[. Podemos definir la
inversa desde R* x [0, 27r[ a RZ —{(0,0)} con r = y/x2+ y2 y 0 el tinico d4ngulo 6 € [0, 27| que satisface (x), es decir
0 =arctan(y/x) si x>0y 6 = arctan(y/x) + 7 si x <0 pues arctan(¢) estd definidaen ] —n/2, n/2[ (si r =0, el cambio
de variable aplica todo el eje 6 en el origen (0,0).)
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i
0 A \o
94“
D
iz
3, ) —> - N
4// X
/6
3 r

Poniendo u =r y v =0 tenemos el cambio de variable,

o4 v A
x = rcos(0) //W”
Q
= rsen(d) C 1 PN
o= r =rcosf A %//
v = rsenf
En este caso, y = rsen
<>
0x Ox O oo |
or 00 E E AN
](r)g): =r ' ! y //,X( e
dy Oy
or 00 ‘ | > . -
a b T X

Figura 5.28: R

Como ya indicamos, este cambio de variable es invertible si r > 0 y si 8 € [0, Oy + 27 [ (a veces es cobmodo tomar
dngulos negativos).

Sien Ry R’ se cumplen las condiciones del teorema de cambio de variable, entonces

f[f(x,y)dxdy=f[ f(rcos(@), rsen(@))rdrdf
R R

@ En el caso de coordenadas polares, la nueva region R,g se puede describir en el mismo sistema XY.

@ Siunaregién R se puede describir como una regién en coordenadas

polares tal que YA Q//Qs\
0<(p0(0)5r5(p1(0) si Bp<0<6, %4QQ
R
entonces —r=01(6)
—Tr=@0)
01 re1(0) ! 7(
ffpf(x,y)dxdy=f60 f(pow) f(rcos(0), rsen(@))rdrdf Figura 5.29: R
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@ Siunaregion R se puede describir como una regién en coordenadas
polares tal que

Osr=¢@0) si p<0<6, YA Q,\
Q//
entonces Q0
Q 7
R
0, (P](Q) —>r:(pl(e)
ff f(x,y)dxdyzf f f(rcos(@), rsen(@)) rdrdf
R 6y JO r=0 >
X
Nota. En este caso, el cambio de variable es invertible en el interior de
Figura 5.30: R
la regién (r > 0) y ademéds aqui el Jacobiano no se anula, asi que no
afecta que r =0.
Ejemplo 5.10
D
Y
Calcular el area A, del circulo de radio a. y \ A .
AN
x& 7 °

Solucién: Para este cdlculo podemos usar un circu- P
lo de radio a, centrado en el origen. La circunferencia
del circulo tiene ecuacién cartesiana x> + y? = a®. Para
obtener la ecuacién en polares, sustituimos x = rcosf e - 7
y=rsenf ydespejamos r:

¥’ +y>=a®> = (rcos0)?+(rsenf)?=a®> = r?>=a

Asi, en coordenadas polares, la regién de integracion va
desde r=0hastar=ay0<6<2m.

2w pa 27 r2
A, = ff l-dA:f f rdrdQ:f —
R o Jo 0o 2

Figura 5.31: Circulo de radio R.

a o 2 2 27
d@:f Ta0=%0l =na
0 o 2 2 o

Ejemplo 5.11
D
Considere la region R de la figura. Para calcular el drea A delaregion R, usando coordenadas polares, debemos

hacer el cambio de variable x = rcos(f) y y = rsen(8).



198 Integral doble e integral triple.

Y & YA = &
%) »
Yy=— 1 y=ux Q///m 1 %//
y—L AR y=L 2
V2 V2 V2sen 6
1% O Tx
V2 V2
x2+y2=1

Figura 5.32: Regién R en coordenadas rectangulares y polares.

Observe que

1 1
@ Larecta y = — setransformaen rsenf = —

- r=—-.
V2 V2 v2sen(0)

@ La circunferencia x* + y?> =1 se transforma en r = 1.

@ Larecta y = x se transforma en 6 = /4. En efecto, y = x = cosf =sen(@) = 0 = n/4. Esto, por
supuesto, también lo podemos establecer de manera geométrica.

6
ffl-dA:f f rdrdf
R z J 1

4 V2sen(0)

AR

3n 91 3n

3n

2 + 1 1 1 + 1 1 0 1 4
f T dB:/ ————d@:/ 2 _Zes?0)do = 2 +=cotd)| ===

z 2 1 n 2 4sen2(0) z 2 4 2 4 z

& V2sen()

31

NN
NN

Ejemplo 5.12
D

Calcular el 4rea de la region limitada por la curva de ecuacién (x* + y%)2 — x* + y?> = 0, x = 0 (regi6n verde en la

figura).
Solucién: Haciendo el cambio de variable x = rcosf y y = rsenf y
sustituyendo en (x2 + y?)? — x> + y* = 0, obtenemos

(r2cos(0)? + r2sin(0)%)” — r2 cos(6)? + r2sen(6)% = 0

Simplificando queda r? = cos(26), que es la ecuacién de la lemniscata.
Como x = 0 entonces la mitad de la lemniscata que nos interesa es
r = v/cos(20). Las tangentes al polo son 0 = —m/4 y 0 = /4.

/4  py/cos(20) /4
Luego, el drea de la region es f rdrdf = 1/2[ cos(20)df =1/2.
0

—n/4 —-n/4
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Calcule el volumen del s6lido Q limitado por las superficies z =

1

2 2 _ _
m,x +y —lyZ—O.

@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

Figura 5.33: Sélido Q y su proyeccion sobre x3y.

Solucién:

El s6lido y su proyeccion sobre el plano XY se ven en la figura. El sélido Q esté limitado por z = m y
X
z =0. Aplicando coordenadas polares (y como no hay singularidades) tenemos

21

1 ! 2 1]
~“In(1+7r?)| do = f ~In(2)d6 = 71n(2)
2 0 0 2

1 2n 1l 1
VQ = ffﬁdA:f f 2rdrd0=f
R1+x°+y o Jo 1+r1 0

Plantear una integral, en polares, para calcular el volumen del sélido Q limitado por las supertficies z = 14

x2+4

%’ +y’=4yz=0conx=0y y=0.

Solucién: El solido y su proyeccién sobre el plano XY se ven en la figura.
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@ Hacer clic en la figura para ver en 3D (en Internet)

X
Figura 5.34: S6lido Q y su proyeccién sobre x3y.

Pasando a coordenadas polares tenemos

mi2 rsen(d)
—0 dA = drdo
ff x2+4 f f()r2c052(6)+4 ’

Nota: Esta Gltima integral se puede calcular observando que

1
o f xarctan(x) dx = - (=x+ (1 + x*) arctan x), salvo constantes.

/2 p2 2 pml2
o [ f fr,0)drd6 = f f f(r,0)dOdr, pues estamos integrando sobre un rectangulo.
0 0 0 Jo

Veamos,

y i f r2sen(f)
Vo = ————drdf
Q ffR x2+4 f o r2cos2(0) +4

r?sen(0) 2l g2 )
ff r20082(9)+4 Hdrzfofo mdudr, (haciendo u = cos0).

2rly ri2 2y 1 2
f f ————dudr = f - arctan(ru/2)| dr = f r arctan(r/2)dr
o Jo 21+ (ru/2)? 0o 2 0 0o 2

1 1
2[ x arctan(x) dx = E(n—Z).
0
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Ejemplo 5.15
~N

jercicios

E

Xy s 22
Calcule[f}amdA si R={(x,y)eR:x"+y°<1,x=0, y=0}.

Solucién: La region R es la parte del circulo de radio 1, centrado en el origen, que esta en el primer octante. Aqui

b pq b q
usamos el hecho de quef f f@)gr)drdo = f [ dH-f g(rdr.
a Jp a p

/2
ff Xy f f r3cos@send drdo
R (1+x2+y2)2 CQ+r2)?

xy /2 1 rs
ff—dA = f cosfOsenfdo - ——dr
R (1+x2+y3)2 0 o (1+712)2
1 1 3
- _.[ P
2 Jo (1+72)2
1 ! 4r¥+4 1 2
- -[ ¥dr——f _T_ar
8Jo 1+2r2+r4 4Jo0 (1+712)2

LS N |
0 41+r2

1
= gln|1+2r2+r4|

5.7 Usando el cambio de variable x = u?> — v?, y =2uuv; calcular I = / / xydA donde T es el rectaingulo de
T
vértices (1,1), (2,1), (2,3) y (1,3).

5.8 Calcule e VEY) g A usando el cambio de variable u = x+y, v=x—y; donde T es el trapecio de
T
vértices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,-1).

5.9 Calcule f / cos(

de variable u=y-x, v=y+x.

)dA donde T es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,2) y (0,1). Ayuda: Usar cambio

5.10 Calcule ff xydA donde T es la region limitada por y =x, y =3x, xy =1y xy = 3; en el primer

T
cuadrante. Use el cambio de variable x = u/vy y=v.
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5.11 Plantear la o las integrales necesarias para calcular

f f ————————dA. Laregion R eslaregion limitada por
R ( xZ + y2)3

los circulos x?+y? =4, (x—2)>+y? =4 ylasrectas x+y =
4, y =0, como se muestra en la figura.

5.12 Plantear la o las integrales necesarias para calcular
el area de la region R limitada por las circunferencias
x2+y2=1 y (x—1)2+y2:1.

5.13 Calcular el 4rea de la region limitada por el lazo de
la curva r = 1/2 + cosf. Ayuda: Notar que el lazo tiene
ecuacion r =1/2+cos0, 2n/3<0 <4n/3.

(z—-1)2+y2=1

Figura 5.36: Regi6n R

1
r=5+c059

<
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5.14 Utilizando coordenadas polares, plantear la o las
integrales que permiten calcular el area de la regiéon R
(regién sombreada) mostrada en la figura.

(x —1%4+9y%=1

Figura 5.37: Regi6n R

5.15 Calcule el volumen del sélido Q limitado por las
superficies x* +2z? =4, ¥’ +(z—-1)>=1yx=4-y,en
el primer octante; como se muestra en la figura. Ayuda:
Proyectar sobre X7 y usar coordenadas polares.

5.5 Integral triple.

Consideremos un cubo Q como el dela figura ala derecha.
Su volumen es Vg = abc. Sila densidad p es constante
en todo el cubo, la masa viene dada por

Mq =pVq

Si la densidad no es constantey p = p(x,y, z), entonces
para obtener una aproximacioén de la masa, dividimos Q
en N cubos Q; de volumen

AV; = Ax;Ay;Az;.

Asi, la densidad en el punto P;(x;, i, z;) es

AM; = p(x;, yi, 2i)) AXiAy;Az;.

Figura 5.38





